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Übersicht

In vielen Computern gibt es schon vorgegebene Zufallszahlengeneratoren. Viele Schüler  denken deshalb, dass ein Verfahren existiert, mit dem der Computer zufällige Zahlen berechnen kann. Dies ist aber nicht zutreffend, da jede Rechnung die Zufälligkeit nur simulieren kann.

Dieser Posten zeigt diesen feinen Unterschied auf. Die Schüler sehen quasi hinter die Kulissen der Zufallszahlengeneratoren. Als erstes erfahren sie, dass es nicht möglich ist einen echten Zufallsgenerator im Computer zu programmieren. Sie werden aber eine genauere Idee davon haben, wie man Zahlen generieren kann, die zufällig scheinen.

Dazu wird die Lineare Kongruenzmethode betrachtet. 

Lernziele

Die Schüler wissen, was der Begriff "Random" beeinhaltet.

Sie erfahren, dass man mit dem Computer keinen eigentlichen Zufallsgenerator (wie z.B. beim Lotto) entwerfen kann.

Sie lernen einige Regeln für die lineare Kongruenzmethode kennen ( z.B. zwei Generatoren mischen ).

Material 

•
Theorie: Zufallszahlengenerator - Lineare Kongruenzmethode.

•
Computer  oder ein programmierbarer Taschenrechner.

•
Ein Würfel  pro Schüler.

Quellen 

Robert Sedgewick : Algorithms  , 1988 Addison-Wesley.

Jurg Niegervelt : Algorithms & Data Structures  , 1993 Prentice-Hall.

Hinweise, Lösungen

Lösung Auftrag 2
Eine Lösung für diese Aufgabe gibt es nicht. Ziel ist es, die Schüler erfahren zu lassen, dass es nicht so einfach ist, die Zufälligkeit nachzuahmen.

Ausserdem können sie jene Dinge direkt anwenden, die sie in der Theorie gelernt haben.

Um den Auftrag besser durchführen zu können, schlage ich jedoch vor, schon ein Programm für den Computer vorzubereiten.

Die Schüler müssen dann nur noch die Parameter variieren und die 12 Würfe starten.

In Opcode sieht ein solches Programm beispielweise folgendermasse aus:

programm TestRandom;

var r,max,i : Integer;

lese die Parameter a,c,m,r0,max ein;

r:=r0; i:=0;

while i<max do
r:= (a*r+c) MOD m;

schreibe den Wert von r;

i:=i+1;

end;

end TestRandom;

Ich habe ein solches Programm in der Programmiersprache Oberon implementiert. Hier stelle ich den vollständigen "source code" zur Verfügung:

MODULE TestRandom;

IMPORT Oberon,In,Out,Texts;

VAR WR : Texts.Writer;

PROCEDURE Rnd (a,c,m,ro,n:INTEGER);

VAR i,r:INTEGER;

BEGIN

i:=0;r:=ro;

Texts.WriteLn(WR);

Texts.WriteLn(WR);

Texts.WriteString(WR,"Sequence with Parameters :");

Texts.WriteLn(WR);

Texts.WriteString(WR," a= ");

Texts.WriteInt(WR,a,10);

Texts.WriteLn(WR);

Texts.WriteString(WR," c= ");

Texts.WriteInt(WR,c,10);

Texts.WriteLn(WR);

Texts.WriteString(WR," m= ");

Texts.WriteInt(WR,m,10);

Texts.WriteLn(WR);

Texts.WriteString(WR,"ro= ");

Texts.WriteInt(WR,ro,10);

Texts.WriteLn(WR);

Texts.WriteLn(WR);

Texts.Append(Oberon.Log,WR.buf);

WHILE (i<n) DO

  r:= (a*r +c) MOD m;

  Texts.WriteInt(WR,r,10);

  Texts.Append(Oberon.Log,WR.buf);

  i:=i+1;

END;

Texts.WriteLn(WR);Texts.Append(Oberon.Log,WR.buf);

END Rnd ;

PROCEDURE ReadPar * ;

VAR a,c,m,ro,n: INTEGER;

BEGIN

In.Open;

In.Int(a);

In.Int(c);

In.Int(m);

In.Int(n);

In.Int(ro);

Rnd(a,c,m,ro,n);

END ReadPar ;

BEGIN

Texts.OpenWriter(WR);

END TestRandom.

System.Free TestRandom ~

TestRandom.ReadPar 604 153 151 155  13 ~

Lehrer-Lernkontrolle / Test 

Aufgabe 1 

In der Theorie, unter dem Abschnitt Regeln, ... haben wir einige Regeln und Techniken kennengelernt, um nützliche Zufallsgeneratoren nach dem Verfahren der linearen Kongruenzen zu erhalten. In den Beispielen haben wir einige Methoden angeschaut, um 100 zufällige Wochentage zu berechnen. Dort haben wir mit der linearen Kongruenzmethode modulo 101 gearbeitet (als Erinnerung: ri+1=(203*ri + 205) mod 101 ; ro = 27).Diese liefert uns bis zu 101 verschiedenen Zahlen.Wir betrachten jetzt zwei Verfahren, die diese Formel benutzen. Für beide Methoden nehmen wir an, dass eine Null einem Montag entspricht und eine Sechs einem Sonntag.

Verfahren A:

Wir nehmen von jeder mit der Formel erhaltenen Zahl r nur die erste Ziffer von links her, wie in der Theorie erklärt wurde. Zum Beispiel falls die Formel r5=76 rechnet, dann ist der fünfte Tag der Folge eine 7mod7=0, also ein Sonntag.

Verfahren B:

1) mit folgender Formel berechnen wir eine Zahl zwischen 0 und 6:

ri+1=(50*ri + 9) mod 7 ; ro = 4

2) wir speichern diese Zahl in einen Array und zwar in der Position, die von der schon bekannte Formel r=(203*r + 205) mod 101 ; ro = 27 berechnet wird. Zum Beispiel liefert die erste Formel (mod 7) r5=6 und die zweite r5=18: ich speichere einen Sonntag (=6) in der Position 18 des Array, die dem achtzenten Tag der Folge entspricht.

Wie beurteilst du diese Methoden? Würdest du Verfahren A oder B benutzen?

Motiviere deine Antwort durch 4-5 Sätze. Vergleiche die Sequenzen, die von den beiden Methoden erzeugt werden. 

Aufgabe 2 

Schreibe ein Programm, das Zahlen mit der linearen Kongruenzmethode generiert. Als Inputparameter hast du:

•
die Konstanten a,c,m, 

•
den Startwert r[0] 

•
und die Anzahl N der zu generierenden Zahlen.

Der Output ist ein Punkt in einer Graphik mit den Koordinaten (x,y), wobei :

•
x= r[i] 

•
und y=r[i+1].

Ein Beispiel:

die Inputs a=50, c=9, m=7, r[0]=0 liefern die Sequenz: 2 4 6 1 3 5 0 2 4 6. Dein Programm muss folgende Punkte auf dem Bildschirm aufzeichnen: (0,2) (4,6) (1,3) (5,0) (2,4)... 

Teste dein Programm: Was kannst du aus den Graphiken erkennen?

Hinweise: 

a) r[0] darf nicht zu gross sein, weil man sonst einen Overflow-Fehler erhalten kann. Wie gross darf r[0] mit gegebenen a und c maximal sein?

b) Um relevante Graphiken zu bekommen, sollte N nicht zu klein sein. Die beste Wahl ist N=m. Warum ist N>m nicht sinnvoll?

Lösungen und Taxierung 

Aufgabe 1 

Die Methode B ist wesentlich besser als die Methode A. Die Formel r=(203*r + 205) mod 101 ; ro = 27 liefert folgende Sequenz:

30 33 36 39 42 45 48 51 54 57 60 63 66 69 72 75 78 81 84 87 90 93 96 99...

Wenn wir die Wochentage mit der linkste Ziffer berechnen, erhalten wir folgende Tagesequenz:

Donnerstag, Donnerstag, Donnerstag, Donnerstag, Freitag, Freitag, Freitag, Samstag, Samstag, Samstag, Sonntag, Sonntag, Sonntag, Sonntag, Montag, Montag, Montag, ...

Natürlich scheint diese Folge nicht sehr zufällig.

Der Grund liegt in der Formel der Theorie. Wenn wir die generierte Sequenz betrachten, gilt:

jede linkste Ziffer kommt 3 oder 4 Male nacheinander vor (30 33 36 39 oder 42 45 48).

Es folgt, dass bei dieser Formel auch die linkste Ziffer nicht sehr zufällig zu sein scheint.

Im Gegensatz liefert die neue Methode folgende Tagefolge :

Sonntag, Samstag, Donnerstag, Dienstag, Montag, Samstag, Donnerstag, Mittwoch, Montag, Samstag, Freitag, Mittwoch, Montag, Sonntag, Freitag, Mittwoch, Dienstag, Sonntag,...

Es ist viel schwieriger eine Regel für diese Folge heraus zu finden.

Wir sehen also, dass mit einer kleinen Änderung die Formel viel bessere Resultate liefert. 

Am Anfang ist das Problem für die Schülerinn sehr offen. Es fordert ein Vergleich zwischen zwei Methoden. Zuerst muss die Schülerin die beiden Methoden ausführen. Dann muss sie die Resultate anhand der Theorie beurteilen. Falls sie die richtigen Resultate erhält, sollte die Beurteilung einfach sein.Wäre dies nicht den Fall, könnte die Beurteilung sehr problematisch werden.

Die erste Phase hat einen Schwierigkeitsgrad von K3, die zweite, mit den richtigen Ergebnissen, von K2 (man muss noch argumentieren!).

Aufgabe 2

Wir erkennen, dass die meisten Generatoren öffensichtliche Mängel aufweisen. Unsere Augen haben eine unglaubliche Fähigkeit, sich wiederholende Muster zu erkennen und wir wissen: je gleichmässiger das Muster ist, desto schlechter ist der Generator!

Wie gross darf r[0] mit gegebenen a und c maximal sein?

Sei M die grösste ganze Zahl (integer), die mit dem Computer darstellbar ist. Wir haben:

(r[0]max*a+c)= M., d.h.

r[0]max= (M-c)/a.

Warum ist N>m nicht sinnvoll? Mit N>m  gibt es sicher sich wiederholende Muster. Denk daran: mit einem linearen Kongruenzgenerator modulo m, kannst du höchstens m verschiedene Zahlen generieren (siehe Theorie).

Diese Aufgabe enthält verschiedene Schwierigkeitsgrade. Um das Programm zu schreiben, wendet man die neuen Kenntnisse aus der Theorie an. Aus diesem Grund schätze ich diese Aufgabe als K3 ein.

Die Hauptfrage  "Was kannst du aus den Graphiken erkennen?" erfordert eine Anwendung mehrerer Kenntnisse. Da die Schülerin die neuen Kenntnisse zueinander in Beziehung stellen muss, ist die Aufgabe vom Niveau K3.

Die beide Fragen zu den Hinweis, sind K2 Fragen (die Schüler müssen etwas erklären). 

Was soll ich hier tun? 

In jedem Computer gibt es einen sogenannten Zufallszahlengenerator, der zufällige Zahlen generiert. Ihr könnt ihn dazu benutzen, um beispielweise die Würfe eines Würfels zu simulieren oder eine zufällig ausgewählte Karte zu ziehen.

Was steckt aber hinter den Kulissen dieser geheimnisvollen Funktionen, die uns jedesmal irgendeine Zahl liefern?

Vielleicht hast du dich schon gefragt: "Ist es wirklich möglich, dass ein Programm (d.h. schlicht Berechnungen) uns ein unvorhersehbares Resultat liefern kann?", "Ist nicht alles vorhersehbar, was ich mit dem Computer berechne?".

In diesen Posten werden wir diese Funktionen entlarven und du wirst entdecken, weshalb es besser ist, sich nicht auf ein Glücksspiel mit dem Computer einzulassen. Der Posten besteht aus den folgenden zwei Aufträgen:

(1) 
Studiere die Theorie über Zufallszahlengenerator selbstständig


(20 Minuten)

(2) 
Mit deiner Nachbarin wirst du mit Würfeln spielen: 


einer von euch wird die Rolle der blinden Göttin übernehmen, d.h. sie wird die Würfel werfen. Die andere wird die "virtuelle" Betrügerin und wird für jeden Wurf mit der gelernten Methode zwei zufälligen Zahlen zwischen eins und sechs berechnen. Dann werdet ihr zwei Graphiken zeichen:





Nach jedem zwölften Wurf tauscht ihr die Rollen. Die Betrügerin hat das Recht, die Parameter und die Techniken, die das Verfahren auf dem Computer steuern, auszuwählen.


Die Grafik einer guten Betrügerin wird sich nicht von der ursprünglichen Graphik, die vom Zufall geschrieben wurde, unterscheiden.


Welche von euch hat die beste Graphik erhalten?


(40 Minuten).

Ist hier überhaupt irgendetwas zufällig? 

Wenn wir eine zufällige Funktion oder Prozedur benützen, interessiert uns das Resultat nicht. Wir suchen irgendeine Zahl in einem bestimmten Bereich.

Wenn wir aber 10,20,... zufällige Zahlen betrachten, ist es klar, dass wir gewisse Erwartungen haben. Zum Beispiel erscheint es uns nicht zufällig wenn :

- eine oder mehrere Zahlen viel öfter erscheinen als andere,

- es Sequenzen von Zahlen gibt, die sich wiederholen und

- alle Zahlen gleichviele Male erscheinen (Gleichverteilung ≠Zufälligkeit).

Gerade hier steckt der Trick der Generatoren: Zufallszahlengeneratoren nützen genau die gennanten Eigenschaften von Zufallssequenzen aus.

Ein Zufallszahlengenerator ist ein Programm, das die Eigenschaften einer echten Sequenz von zufallsgenerierten Zahlen simuliert.

Er gibt dafür eine Reihe von statistischen Tests, die herausfinden wie gut ein solcher Generator ist. Diese Tests sind sehr kompliziert, und werden hier nicht näher betrachtet.

Linearer Kongruenzgenerator 

In der Programmierpraxis werden zufällige Zahlen durch einfache Iterationsformeln generiert. Die am meisten benutzte ist die sogennnante lineare Kongruenzmethode  :

ri+1=(a*ri + c) mod m

wobei:

a,c,m  drei ganzzahlige Konstanten sind und die Folge durch den Startwert ro  initialisiert wird.

Diese Konstanten müssen sorgfältig ausgewählt werden, da von ihnen die Folge der generierten Zahlen abhängt. Betrachten wir folgende Beispiel.

Beispiel 1:

ro=0, ri+1= (2*ri + 1) mod 28

Wir erhalten folgende Zahlenreihe:

0,1,3,7,15,3,7,15,3,7,15,3,...

Natürlich scheint diese nicht sehr zufällig.

Betrachten wir also zuerst die Konstante m.

Es gilt: (das folgt direkt aus der Definition der Modulo-Operation).

0<= ri< m, für alle i. 

Daraus folgt, dass es in unserer Sequenz höchstens m untereinander verschiedene Zahlen gibt. Es ist ausserdem logisch, dass sobald die Formel eine schon generierte Zahl hervorbringt, sich die Folge zyklisch wiederholt.Im obigen Beispiel beginnt der Zyklus mit der Zahl 3.

Ein solcher Zyklus nennt man eine Periode.
Für einen guten Zufallsgenerator wünscht man sich natürlich eine möglichst lange Periode. Optimal wäre eine Periode der maximal möglichen Länge m.

Regeln, Techniken & Tricks 

Die ersten drei Regeln werden uns von der Mathematik geliefert.

Man hat bewiesen, dass, um eine Sequenz mit Länge m zu erhalten, folgende Regeln nötig sind:

1) m muss eine Primzahl sein

2) (a-1) muss ein Vielfaches von m sein

3) c darf kein Vielfaches von m sein

Beispiel 2:
 Mit a= 50 , c= 9, m = 7 und r0=0 erhalten wir folgende Sequenz:

2   4   6   1   3   5   0   2   4   6...

Sie besitzt eine Periode der Länge 7.

Stellen wir uns nun vor, 100 zufällige Wochentage generieren zu wollen.

Wir können die Formel modulo 7 (d.h. m=7) nicht benutzen, weil wir 

100 div 7 identische Perioden erhalten würden. Deshalb benutzen wir eine Formel mit einer Periode länger oder gleich als 100. 

Wie können wir dann den Wochentag bestimmen?

Nehmen wir an, wir benutzen eine Formel mit einer Periodenlänge gleich 100 (d.h. m=101). 

Eine erste Möglichkeit ist den Bereich [0..100] in 7 ungefähr gleichen Teilen zu zerlegen. Die ersten 100 div 7 = 14  Zahlen, d.h. von 0 bis 13, entsprechen dem Montag, jene von 14 bis 27 dem Dienstag, usw.

Einigen könnten hier bemerken, dass der letzte Teil grösser als 14 ist, da die Division 100 div 7 einen Übertrag liefert. Die Folgerung ist, dass die Sonntag mehr als die übrigen Tage auftritt. Ich muss hier nochmals argumentieren, dass unseres Ziel nicht die gleichverteilung ist. Gleichverteilt heisst nicht zufällig.

Eine andere Verfahren ist, r mod 101 zu berechnen und dann r= ((r mod 10) mod 7) zu setzen, sodass wir eine Zahl zwischen 0 und 6 erhalten (welche den sieben Tagen der Woche entspricht). D.h. aber, dass wir, um den Wochentag zu bestimmen, nur die erste Ziffer ganz rechts benutzen (z.B. bei r mod 101=56 benutzen wir nur die 6).

Es ist bewiesen (Dank gebührt wieder den Mathematikern), dass die Ziffern ganz rechts manchmal überhaupt nicht zufällig sind, wie dieses Beispiel illustriert:

Beispiel 3: Die Formel

r = (203*r + 205) mod 101 ; ro = 27

generiert folgende Sequenz:

30 33 36 39 42 45 48 51 54 57 60 63 66 69 72 75 78 81 84 87 90 93 96 99...

Man kann zeigen, dass in der obige Sequenz, die Ziffern ganz rechts mit folgender Periode vorkommen: 

0,3,6,9,2,5,8,1,4,7,0,3,6,9,...

Man muss also mit allerlei rechnen.

Manchmal ist es deshalb besser, wenn wir die Ziffer ganz links nehmen. Diese kann folgendermassen "gezogen" werden:

WHILE r > 10 DO

r = r DIV 10

END;

r = r MOD 7;

Ein Trick, um bessere Zufallszahlengeneratoren zu erhalten, besteht in der Mischung von zwei Generatoren. Ein erster Generator füllt eine Tabelle (Array) mit Zahlen, und der zweite wählt die Position in der Tabelle aus, aus der die zufällige Zahl dann genommen wird.

Beispiel 4: 

Die Generatoren r=(50*r+9)mod7 mit r0=5 und mit r0=6 allein sind nicht ideal: die erste Formel zieht zuerst alle gerade Zahlen vor und die zweite die ungeraden:

erste Folge :
0 2 4 6 1 3 5

zwete Folge :
1 3 5 0 2 4 6

Eine Mischung der beiden ist aber brauchbar:

Der erste füllt eine Array:

	Array Position
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6

	Array Inhalt
	0
	2
	4
	6
	1
	3
	5


und der zweite wählt die Position:

	gewählte Position
	1
	3
	5
	0
	2
	4
	6

	gelieferte Zahl
	2
	6
	3
	0
	4
	1
	5


Zusammenfassung : Zufallsgeneratoren

Wir haben gesehen, wie die lineare Kongruenzmethode funktioniert. Wir wissen auch, dass die Parameter a,c,m sorgfältig auszuwählen sind, um Merkwürdigkeiten in den Sequenzen vorzubeugen.

Dem Studium von Zufallszahlengeneratoren  liegen schwierige mathematische Überlegungen zu Grunde.

Für uns genügt es die bereits bewiesenen Regeln anzuwenden, um zuverlässige Generatoren zu erhalten (ein wenig Pröbeln wäre aber trotzdem nützlich).

Ausserdem, können wir uns mit verschiedenen Techniken behelfen, etwa dem Mischung zweier Generatoren.

Denkt also daran wenn ihr Glückspiele mit dem Computer macht: für ihn existiert die blinde Göttin nicht! Alles ist bei ihm immer unter Kontrolle: 

Zufall auf dem Computer gibt es nicht!
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